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Definition(en): Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wx = {0, 1} heifit Bernoulli-
verteilt mit Parameter p € [0, 1], auch geschrieben als X ~ Ber(p), wenn

P(X =1) =p, P(X =0)=1-np.

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wx = {0,1,...,n} heiit binomialverteilt mit
Parameter n und p, auch geschrieben als X ~ Bin(n, p), wenn fir £k =0,...,n

P(X = k) = b(k, n, p) = (Z) P

Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Wx = N heifit geometrisch verteilt mit Parameter
p, auch geschrieben als X ~ Geo(p), wenn

P(X=i)=p-(1—p)' firieN.

Aufgabe P1 Charakterisierung der geometrischen Verteilung als geddchtnislos.

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich N heifit geddchinislos, falls sie die Bedin-
gung

PX >y+z|X >z)=P(X >y)
fiir alle z,y € N erfiillt.

Zeigen Sie, dass eine diskrete Zufallsvariale X genau dann gedéchtnislos ist, wenn sie geo-
metrisch verteilt ist.

Hinweis: Unter Annahme der Gedéchtnislosigkeit kann fir ¢g(z) = P(X > z) gezeigt wer-
den, dass g(z+1) = ¢g(1) - g(z) gilt. Bei der anderen Richtung kann verwendet werden, dass
Sh_gak = % fir 0 < a < 1 ist.

Losung: Erstellt von Meier-Hans 10.11.2015
Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X gilt

k k—1

P(X<k)=) (1-p)t-p=p-Y (1-p)=p-

i=1 =0

et

Somit gilt P(X > k) = (1 — p)*. Nun zeigen wir, dass dies genau dann gilt, wenn X gedichtnislos

1SSetn X geometrisch verteilt. Es gilt also P(X > i) = ¢* fiir ¢ := 1 — p. Dann gilt:
PX>y+znX>y) PX>y+z) ¢¥*

P(X X = = = =q' =P(X > y).
(X >y+z[X >z) P(X > ) P(X > 1) ik (X >y)

Also ist X gedéchtnislos.



Nun sei X gedédchtnislos. Es gelte also P(X > y + z|X > z) =P(X > y). Es sei g(z) :=P(X > z),
dann gilt

gz4+1)=P(X >z+1)=P(X >z+1X >z) P(X > z)
=P(X>1)-P(X >2)=g(1)-g(z).

Nun gilt g(1) = ¢ fiir ein ¢ € (0,1) und sei p := 1 — ¢. Induktiv folgt g(k) = ¢* und somit
P(X=k)=g(k-1)—gk)=¢""'—¢"=¢""-(1-q)=¢""»p

Also handelt es sich um eine geometrische Verteilung.

Aufgabe P2 Wiirfelspiel.

Zwei Spieler A und B wiirfeln abwechselnd mit einem fairen Wiirfel, wobei A beginnt. Wer
die erste 6 wiirfelt gewinnt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt A?

Losung: Sei X die Zufallsvariable, die angibt, bei welchem Wurf das Spiel beendet wird. Damit ist

X geometrisch verteilt mit p = % . Spieler A gewinnt genau dann, wenn die 6 bei einem ungeraden

Wurf fallt. Mit A :={1,3,5,7,...} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A gewinnt gleich:

P(X € A) = fx(1) + fx(3) + fx(5) +--- = > _ fx(2k +1)
k=0
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wobei wir die geometrische Reihe benutzt haben.

Aufgabe H1 Wiirfel-Miinzen-Spiel.

Man wiirfelt mit einem fairen Wiirfel einmal. Anschlieffend wirft man eine faire Miinze so
hiufig, wie die Augenzahl des Wiirfels anzeigt.

a) Angenommen Sie haben drei Kopftreffer (der Miinze), mit welcher Wahrscheinlichkeit
hat man mit dem Wiirfel eine gerade Zahl geworfen?

b) Wie grof ist der Erwartungswert der Anzahl Kopftreffer?

Losung: a) Sei X die Augenzahl des Wiirfels und Y die Anzahl der Kopftreffer. Es ist X gleich ver-

teilt auf {1,...,6} (P(X =) =  fiir i € {1,...,6}). Die bedingte Verteilung von Y bei gegebenem

X = n ist binomial verteilt mit Parameter n und p = %, d.h.:
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Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich:

P(X € {2,4,6}, Y =3)
P(Y = 3)
P(Y =3,X=2)+P(Y =3, X =4)+P(Y =3,X =6)
Yhos P(Y =3[X = k)P(X = k)
CP(Y =3|X =2)P(X =2) + P(Y = 3|X = 4)P(X =4) + P(Y = 3|X = 6)P(X = 6)
B ° JP(Y =3|X =k)P(X =k)

P(X € {2,4,6}|Y =3) =
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b) Da die bedingte Verteilung von Y bei gegebenen X = n binomial verteilt mit Parameter n und
1 ist nach Vorlesung E[Y[{X = n}] = n- 3 = Z. Somit gilt nach einem Satz aus der Vorlesung:

E[Y]= Y E[Y[{X = n}|P D R

n=1 n=1
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Aufgabe H2 Korbleger.

Ein Erwachsener und ein Kind werfen einen Ball in einen Korb. Der Erwachsene hat eine
Trefferquote von 50%, das Kind eine von 25%. Wer mehr Treffer hat, der gewinnt. Der
Erwachsene wirft zwei Mal und iiberlegt sich, dass es fair ist, das Kind vier Mal werfen zu
lassen. Wer gewinnt dann mit welcher Wahrscheinlichkeit?

Losung: Sei X die Anzahl der Treffer des Erwachsenen bei zwei Wiirfen und Y die Anzahl der
Treffer des Kindes bei vier Wiirfen. Es ist X binomial verteilt mit Parameter 2 und 0,5 und Y
ist binomial verteilt mit Parameter 4 und 0,25 und X, Y sind unabhingig. (0,5 Punkte) Aus der
Formel fiir die Binomialverteilung erhilt man

2
P(X =0) = <0) 05°-052=025 P(X=1)=05 P(X=2)=0.25
P(Y =0) ~ 0.3164 P(Y =1) = 0.4219 P(Y =2)=0.2109.
(0,5 Punkte) Der Erwachsene gewinnt mit Wahrscheinlichkeit

P(X >Y)=P((X,Y)€{(1,0),(2,0),(2,1)})
PX=1Y=04+PX=2Y=0+PX=2Y=1)
=P(X =1)P(Y =0)+ P(X =2)P(Y =0) + P(X = 2)P(Y = 1)
~0.5-0.3164 + 0.25 - 0.3164 + 0.25 - 0.4219 ~ 0.34

Ein Unentschieden hat Wahrscheinlichkeit
P(X =Y)=P((X,Y) € {(0,0),(1,1),(2,2)})

=P(X =0)P(Y =0)+P(X = )P(Y = 1) + P(X = 2)P(Y = 2)
~ 0.25-0.3164 + 0.5 - 0.4219 + 0.25 - 0.2109 ~ 0.34



(1 Punkt fiir das richtige Vorgehen und jeweils 0,5 Punkte fiir das richtige Ergebnis) Also gewinnt
das Kind mit Wahrscheinlichkeit

PX<Y)=1-P(X>Y)-P(X=Y)~1-0.34—034~ 0.32

(0,5 Punkte) Also ist der Erwachsene bei diesem Spiel leicht bevorteilt.

Aufgabe H3 Rechnen mit Verteilungen.

a) Seien Xj, Xo unabhéngig und geometrisch verteilt mit Parameter p.
Bestimmen Sie P(X; = X»).

b) Sei X binomial verteil mit Parameter n und p. Berechnen Sie E[X (X — 1)].

Losung: a) Um die Unabhiingigkeit verwenden zu kénnen, miissen wir zuerst X; = X5 in eine Ei-
genschaft von X; und eine Eigenschaft von X5 aufspalten. Dazu machen wir eine Fallunterscheidung
beziiglich des gleichen Werts:

P(X, = X ZIF’Xl—ng—k:Z]P’ (Xo = k)
k=1 k=1
= k—1 k—1 200 21k—1 P2 p
= 1-— - 1-— = 1-— Tt = =
;p( p)*'p(1—p) p kZ:l[( p)’] T " 77

Fiir alle Gleichheitszeichen 0,5 Punkte.
b) Wir geben zwei Moglichkeiten an:

BLXCX — 1] = 3 ke~ Dpx (k) = 3 k= 1) ) ot -
k

> - (173 -pt

k=2

(0,5 Punkte pro Gleichheitszeichen) Dabei fillt der Summand fiir £ = 0, k¥ = 1 weg und

~ W (n—2)! _ L
k(k—l)(k) —k(k—1)~m*”("_1)(k—2)!((n—2)—(k—2))! n(n_1)<’“_2>‘

Durch Ersetzen von k durch &’ := k — 2 erhilt man:

n—2

E[X(X - 1) =n(n—1) Z (n]; 2)pk’+2(1 _ p)n_k/_g
k'=0
= n(n — 1)p2 Z (nl; 2)pk’(1 . p)n727k' _ TL(TL o 1)p2
k'=0

da nach dem Binomialsatz die letzte Summe gleich (p +1 — p)"»~2 = 1 ist. (0,5 Punkte pro Gleich-
heitszeichen)

Alternativ benutzt man, dass E[X]| = np, Var(X) = np(1 — p) und wegen np(1l — p) = Var(X) =
E[X?] — (E[X])* = E[X?] — (np)? ist E[X?] = np(1 — p) + (np)* (1 Punkt)
E[X(X —1)] = E[X? — X] = E[X?] - E[X] = np(1 — p) + (np)* — np = np(1 — p + np — 1) = n(n — 1)p°



(2 Punkte)

Abgabe der Haustibungen (Aufgaben H1 bis H3): Mittwoch, 13. November, 16:00 Uhr

Viel Erfolg! :)



